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Topologie algébrique
et 6GVMM
Topologie

« forme » d'un espace a déformation continve pres -
indépendamwment de la géométrie (Evler - 1736)

Homéomorphisme
f : E — F bijective,
continve, /' continve




Topologie algébrique
et 6GPMM
Topologie

« forme » d'un espace a déformation continue pres -
indépendamwment de la géométrie (Evler - 1736)

Invariants topologiques

Composantes
connexes




Topologie algébrique

Topologie

et GPMM

Algebre
Topologie algébrique

Objet

= B } Objet algébrique (groupe)




Topologie algébrique

Topologie algébrique

ler groupe fondamental
Homologie

Groupes d’homotopie




Topologie algébrique

Topologie algébrique

ler groupe fondamental
Homologie

Groupes d’homotopie

Th. Seifert-Van Kampgn

X

‘ Présentation de groupe :
\\ 7// £/ it
W\ O 7 (X) = (m(X)) * (X)) /N




Topologie algébrique

Topologie algébrique

ler groupe fondamental

Homologie
Groupes d’homotopie

Th. Seifert-Van Kampen
X, o m(X) = (ay, B o, B
SN / /7/3 apray lﬂl , Qo )0ty lﬁz i




Topologie algébrique

Topologie algébrique

ler groupe fondamental
Homologie

Groupes d’homotopie

Théoreme de Novikov-Boone
Représentation d'un groupe ~ groupe frivial
non décidable ...




Topologie algébrique

Topologie algébrique

1e¥ groupe fondamen*al
= Homologie
Groupes o’ romotopie

pmotopie algorithmitug

O(n°)



Plan

1. Homologie simpliciale

2. Aspects algorithmiques de I’homologie
simpliciale [A.Bacl

3. Persistence homologique LA. Gonzalez Lorenzol

4. Exewmples d’applications

nformatique et athématiques
iscretes (M2 IMP)

Marseille - Luminy
« Topologie algébrique diserete »



https://pageperso.lis-lab.fr/alexandra.bac/enseignement/styled-18/styled-19/index.html
https://aldo-gonzalez-lorenzo.pedaweb.univ-amu.fr/2020/smacud1l-homologie-persistante.html
https://maths-sciences.univ-amu.fr/master-maap/M2-IMD

Homologie
Simpliciale




Homologie simpliciale

Topologie
] Objet ‘ Objet algébrique (groupe)

Complexe simplicial
Trous




Homologie simpliciale

Cycles Qui ne sont lejbord [de rien




Homologie simpliciale
L Objet Objet algébrique (groupe)

Complexe simplicial Complexe de chaines
Trous
Cn Cn—l Cl CO 0
Groupes : K, : q-cellules
C, = Vect(K;

A ¢Orps oU anneau

7127 Gy +p +r +



Homologie simpliciale

L Objet

Topologie

gEanEinas L Objet algébrique (groupe)

Complexe simplicial

Complexe de chaines
Trous

an—— 1 a2

c.he o %e-Ras iy

Opératevrdebord: o, : C, — C _,

A ¢Orps oU anneau



Homologie simpliciale

EnoisHaiEEE /'{

Topologie
L Objet ‘ Objet algébrique (groupe)

Cowmplexe simplicial Cowmplexe de chaines

Trous

0,(ep) = vy —

A ¢Orps oU anneau



Homologie simpliciale
L Objet Objet algébrique (groupe)

EnoisHaiEEE /'{

Cowmplexe simplicial Cowmplexe de chaines

Trous

az(ﬁ)) e 81 + 62 = 60
01(—e; + e, —e)) = Cyele

=) + 056 7 DA = )
=

ker o



Homologie simpliciale
L Objet Objet algébrique (groupe)

Cowmplexe simplicial Cowmplexe de chaines

g Trous

7
eo /8// i {02(1‘0) =—e t+e,—¢  bord
////// . al(—€1+€2—€o)=
Jo e

T D) - 0 - W)
= 0

Imo



Homologie simpliciale
L Objet Objet algébrique (groupe)

Cowmplexe simplicial Cowmplexe de chaines

J, Trous

' 4
%%?a 0,(fy)) = — e, + e, — ¢
////// . al(—€1+€2—€o)=
e S4

T D) - 0 - W)
aE
Bords C cycles




Homologie simpliciale
L Objet Objet algébrique (groupe)

EnoisHaiEEE /'{

Cowmplexe simplicial Cowmplexe de chaines

Trous

(Jp) = —er+ie,—le,
ol—ert+ e, —ey) =
=)+ 050 T D e )
=0
Imo,,, Ckerog,




Homologie simpliciale
‘ Objet ~ Objet algébrique (groupe)

EnoisHaiEEE EIEEEAGEC ‘

Cowmplexe simplicial Cowmplexe de chaines

f 17'-’,,’ 2
L // '
e - ';‘_‘L.-:‘ *," PR v
f,'::r“ ::‘ f By
e | Bt
e | F-

Trous

an— 1 a2

c.he o %e-Ras iy

Opératevrdebord: o, : C, — C _,

aqaq_l - O Vq



Homologie simpliciale
L Objet Objet algébrique (groupe)

Cowmplexe de chaines

Complexe simplicial

Trous

an an—l a2 a2
C.—>C,—0b > ->EE—0

g-eme groupe d’homologie
Hq(C) = ker(dq)/lm (6q+1)




Homologie simpliciale
L Objet Objet algébrique (groupe)

Cowmplexe de chaines

Complexe simplicial

Trous

an an——l a2 a1
C.—C,—-b >t ->E—0

g-eme groupe d’howologie
H (C) =ker(d, }Im (9, )
Cycle Bord




Homologie simpliciale

a~p St f—aelm(d,)

H (C) =ker(d, }Im (9, )

Cycle Bord



Homologie simpliciale

a~p St f—aelm(d,)

a = 0+ 0,(7)

H (C) =ker(d, }Im (9, )

Cycle Bord



Homologie simpliciale

a~p St f—aelm(d,)

H (C) =ker(d, }Im (9, )

Cycle Bord



Homologie simpliciale

a~p St f—aelm(d,)

p=a+ 0,(1)

H (C) =ker(d, }Im (9, )

Cycle Bord



Homologie simpliciale

o ~ Si TacIm(d g
b i (9g:+1) a classe

{A-a; A€ A} <qH(O)

a générateur

H (C) =ker(d, }Im (9, )
Cycle Bord




Homologie simpliciale

Groupes finiment engendrés :
H(C) = Z X ZINZ X - X ZIAZ

* f € N : nombres de betfi

* 1€ Zavee |4, , : coefficients de torsion

* Générateurs d’homologie



Homologie simpliciale

CO@

f, : hombre de composantes connexes

3, : nombre de tunnels

5, : nombre de cavités



Homologie
algorithmique

H,(C) 777



Homologie algorithwmique

S R
=0

Niveau 0 : Caractéristique d'Euler-Poincaré

Niveau 1 : Nombres de Betti

Niveau 2 : Décomposition en facteurs invariants

ZPa X ZIMWZ X Z12nZ X ++-

Niveau 3 : Facteurs invariants et générateurs

Lz ] X =+ X 2]z | X Z1 41 Z[c|] X Z11;,Z][cy] X -+




Homologie algorithmique

Calcul de ’homologie

Forme normale v Théorie de
de Smith Morse diserete
Homologie

* Algébrique effective * (owmbinatoire

* Géométrique

Réduetion



Cowmplexe de chaines

Pk 233,
e Lﬁ% N Matrice de bord
A \
J i B e A
o‘x,\l/q Vo [V1[V2]|V3] €] €1] €2] €3] €4] €5] Jo| J1].J2
> J/ g Vo i 1 1
3
3 Vi 1111
3 V5 -1 1.1
b -1 -1 /-1
€y -1
€, 111
5 ]
e; 1 ]
€, ) -1
€5 11
I
.]Ijl
fi




Complexe cubique

0,([x,8) = ) — 1°D ([x+8e,6 — 8] — [x,6 — 5¢]])
=1
00 o(i) désigne le nombre de 1 dans (5, ..., 5,

oL UDL (L 1.0 =
.ﬁ,/ /5 _([@90)9 (Oa LD] s [@90)9 (Oa LD])

—_—

((rpd, a8l

+(ETL0), (LOD] - [0.0), (LO.D])

wfllls (o@ e)—> (A ‘Q\QX (oo enmnEen
t[ololO\“‘ L/\_I:f_)% du \(‘3\&\«\«5&3



Forme Normale de Swmith

Théoreme
SoitMe 4, (7)
| existe U, V deux matrices inversibles telles que :

UMYV = B

bilbi+1




Forme Normale de Swmith

Théoreme
SoitMe 4, (7)
| existe U, V deux matrices inversibles telles que :

i) i | Si A est un corps
1 ; : 0
DR |

UMV =




Forme Normale de Swmith

Théoreme
| existe &, € deux bases telles que :

S eel e
e tenl——¢e.}

%gg,rg(aq) el e, HQ(C) o—

i ker(d,)/Tm (d,,,)

e,
e e ker(aq)
f(ek+1)"‘f(en)



Forme Normale de Smith

Théorewme

| existe &, € deux bases telles que :

%gg,cg(aq) (i

|
0 I
|
|

fley) f(e)

f(ek+1)"‘f(en)

/
€1

/
€

/
€r+1

/
el’l

SB=tel . 6]
G =1{ep e
H/(C) =
ker(dq)/lm (6q+1)

Im(od,) = rang(d,)



Forme Normale de Smith

Si A est un anneav

Théorewme
| existe &, € deux bases telles que :
Bord faible
Base :
L (be;, - bee;)
3 : 0 €k+1
bi ‘ bi+1 | : | e

|
He e, Im(d,)
f(ek+1)"‘f(en)



Homologie
| algorithmique §

3 Oalcuﬂde Caleul )

£y

SNF réduction

- Mayer-Vietoris, lemme

Géndrateurs Caleul effieace des perturbations

Théorie de
Morse discrete




Homologie
persistante

* |[ntrodvite indépendamment £2008-2011]

*  Frosini et Ferri (Bologne, ltalie),
*  Robins (Colorado, USA)
*  Edelshrunner (Caroline du Nord, USA)



Homologie persistante

po=1 /‘/\
pp=2

p=1




>

Homologie persistante




Homologie persistante

. - R
Tame function :

o Nowbre fini de valeurs
/\ eritiques

L/\ o Vk,t H(M, dedim finie
T ...*__l'

A

M, = (- 0,1
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Homologie persistante




Homologie persistante




Homologie persistante




Homologie persistante




Homologie persistante

f Yo - lp =
it
> ap : I =
jZéI-_t ] t2 I
3 l—3
1 Fusion
i =] |4
ﬁ{ e 1 = b 1 4 R t()
=0




Homologie persistante




Homologie persistante




Homologie persistante

A
Vo - lp ™
Vl t4 —>
ay * L —
ay >




Homologie persistante

A
Vo - Ip ™
Vi Ll s
ay - L —
a1 > L




Homologie persistante

//’ _—-t3 al t2—>t3
ﬁtzl - —” 't2 a2:t6_)
s & P et S s R 1
=2 - 1
S B 4 i
2_0 ! tO



Homologie persistante

Vo & Iy =
Vi Ly s
a) @ >
o g —>
By =1 R
=2
i




Homologie persistante

B -—-*...,t7 t
@ Vo . —> OO
/ R gEsEtaE:Ria l l
/ /\ V12t4—>t5
/ i :
\'//\ p aO.t1_>OO
P A

d ’ / a2t6—)00
y/EsenhnseshagaliLg)
= ] ‘--’-t .
b e . 1 Oy - 17 > o0

Intervalles
M, de persistance




Homologie persistante

! Dim 0
. | | et

Dim 2

WL e e



Homologie persistante

! Dim 0
. | | et

Dim 2

WL e e



Homologie persistante

A

//\_\ Ml =R
R, L/\ % 471

/ :

// . 7 Tame function:

// // / o Nowmbre fini de valeurs
eritiques
// / e Vk,t H/(A)) dedim finie




Théoreme de stabilité

Stabilité de [’howmologie persistante av « bruit »

Distance de Hausdorff

d (X, Y) = max sup d(x, Y)i|sup d(y, X)
xeX yeY




Théoreme de stabilité

Stabilité de I'homologie persistante av « bruit »

Distance « Bottleneck » entre deux diagrammes
(i Yy —mi sup e — @)l L = X B ¥

; ¢ xeX :

= — =

Extrait de « Stability of persistence diagrams ».
D. Cohen-Steiner, M. Edelsbrunner, J. Harer



Théorewe de stabiliteé

Théorewme

X espace triangularisable et 7, ¢ deux « fame functions »

dp(D(f), D(8)) < |lf — 8l




Quelques applications

Sélectionner des applications est difficile fantily ena ..



Traitement |
| d'images

Homologie
persistante



Retrouver des contours a partir d'un nvage de points

R,}-edeath deatht o R
Rg ........... o R1-\l§' .60%:9
 birth R:6} " birth
0 225 0
Sistance v
dim 1 .
Trous de persistance
suffisante

« Auto-completion of Contours in Sketches, Maps and Sparse 20 Images Based on Topological Persistence », V. Kurlin




Visualisation

scientifique

Traitement
d'images
Homologie
persistante



Visualiser/suvivre la formation de « doigts » dans
un écoulement d’eau salée

4‘;
|

n
|

5
|

n
|

n
|

5
|

n
|

|

|

|

i
—

{ R e e e

R

« Visualizing Ensembles of Viscous Fingers », G. Favelier, C. Gueunet, J. Tierny




Visualiser/suvivre la formation de « doigts » dans
un écoulement d’eau salée

bood

(d)

Sevillage Maxima Pedrslgf( av(\)ce $
sur la locaux de iuﬁ:\ ‘
concentration ' : L 19t
la d(!|§fanqel distance géodésique Association aux trous
géodésique a la les plus persistants
base les plus proches

« Visvalizing Ensembles of Viscous Fingers », G. Favelier, C. Gueunet, J. Tierny




Visualisation

scientifique

B Analysede |
formes |

Traitement
d'images
Homologie
persistante



« Mesurer » les trous duy ~"-*

——————————//—— 't'*l
|
| |
| t <0
F erosion/dilatation
h filtration sdf
l mesure et boule -
q thickness/breadth
t >0

\4

« Two Measures for the Howmology Groups of Binary Volumes », A. Gonzalez-Lorenzo, A. Bac, J.L. Mari, P Real




« Mesurer » les trous d'un objet

e

Thickness-balls

r R e —— e ————— - e e ——— — e e e 1

e

Breadth-balls

e R e
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Topological C

Ral Evolution of Pattern Complexity

During Phase Separation

+v

AR
-acterization of
ular Media

-“A

fomology

i

Validation of Homology
Computations

Topological Characterization of
Spatial-Temporal Pynawmics

R —

| ———

http:/chomp.rutgers.edu/Projects/Topological_Data_Analysis.html




Visualisation
Robotique scientifique
Traitement @RI Analyse de
d'images

Pt é formes
' | 7Y Reconnaissance
B Howologie (sl de prmes
persistante
/ Topologie 374
Analyse de |a *
musique

Données de IS8

grande

Etude des réseaux dlmenslon 0, Efude des formes
wobiles s

de diabete

Détection de

cancers du sein




Analyse de données de grande dimension,
réduction dimensionnelle

Etude de Miller-Reaven sur le Eﬁ;ﬁge

. 6 parametres :
Ensemble de points cage
n : gglsa’rfilv‘l,; ;‘)'\l’:;gvlg alucose
' X g R e o area under the plasma glucose curve for the 3h glucose tolerance test,
e area under the plasma insulin curve
FOHG ﬁOVlS de ﬁl Tl’age wa ° Steady state plasma glucose response
b i X—->R
l Approche
{ Extraction du nerf multi-
4 durecovvrement résolution

associe

Complexe simplicial
représentant les
données

« Topology and data », 6. Carlsson




